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Ziel dieser Note ist der Beweis der folgenden allgemeinen Eigenschaft 
endlicher auflijsbarer Gruppen: 
1. SATZ. Sei n E N und G eine endliche auf&bare Gruppe. Dam gilt: 
(a) In G exist& eine Untergruppe H, die 
s <mm H*H:S<n 
U?td 
H < S <max L<G=>L:S>n 
erfiillt. 
(b) Alle gem&s (a) existierenden H sind unter G konjugiert. 
Dabei bedeute wie such allgemein X <mrtx Y, dass X maximale Untergruppe 
von Y ist. 
Hat H die Eigenschaften (a) des Satzes 1, so hat offenbar such jede zu H unter 
G konjugierte Untergruppe diese Eigenschaften. 
Da in endlichen aufliisbaren Gruppen maximale Untergruppen stets Prirnzahl- 
potenzindex haben, sind in Satz 1 unter den n nur die Prirnzahlpotenzen 
relevant. 
Offenbar kann in der zweiten Eigenschaft unter (a) anstelle von S <max L 
such S < L gesetzt werden. 
Wir beweisen 1 durch Anwendung der in [2,4] entwickelten Mechanismen. 
Dazu erinnern wir zunachst an die Eigenschaften einer primitiven endlichen 
auflijsbaren Gruppe; s. [3,11.3.2,3.3, und 3.81: Sei allgemein Cor, Y ftir Y < X 
der griisste Normalteiler von X, der in Y enthalten ist; also Cor, Y = naPx Yx. 
Eine Gruppe J heisse primitiv, wenn S <max J existiert mit Car, S = 1. 
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Primitivsein bedeutet also kurz die Existenz einer treuen primitiven Permuta- 
tionsdarstellung. J ist genau dann eine primitive endliche auf&bare Gruppe, 
wenn J semidirektes Produkt einer elementar-abelschen Gruppe M mit einer 
endlichen auflijsbaren Gruppe S ist, zu einem Monomorphismus von S in die 
Automorphismengruppe von M, durch den S irreduzibel auf M operiert; 
s. [3, 1.14.41. Hierbei ist M einziger minimaler Normalteiler von J; M ist 
komplementierbar in J und alle seine Komplemente sind unter M zu S kon- 
jugiert. Fur primitive endliche au&bare J setzen wir grad J = J:S = 1 M i. 
Dann ist grad J also der Grad der einzigen treuen primitiven Permutations- 
darstellung von J. 
Weiterhin komprimieren wir zur besseren Anwendbarkeit die fur uns 
wichtigen Resultate aus [4] in dem folgenden 
2. SATZ. Sei 3 eine Klasse primitives endlicher au@sbarer Gruppen mit der 
Eigenschaft, dass mit J such jedes primitive epimorphe Bild von J zu J gehijrt. 
Sei ferner G eine endliche au@sbare Gruppe. 
Dann gilt: 
(a) In G existiert eine Untergruppe H, die 
S <max II s- HICor, S E J 
und 
H < S -=&ax L<G*L/Cor,S$J 
erftillt. 
(b) Alle gemiiss (a) existierenden H sind unter G konjugiert. 
Beweis. Sei f, die Klasse aller endlichen auflijsbaren Gruppen, deren 
primitive Faktorgruppen alle zu 3 gehijren. (Hierbei ist eigentlich die Forderung 
der Auflosbarkeit unnotig, da mit allen primitiven Faktorgruppen einer 
endlichen Gruppe such die Faktorgruppe nach der Frattinigruppe auf&bar 
und allgemein die Frattinigruppe nilpotent ist.) Offenbar ist 9 in der Bezeich- 
nungsweise von [4, 3.1 und 4.21 ein Homomorph und gleich seinem geslttigten 
Abschluss. 
Wir zeigen, dass die Gruppe H mit den Eigenschaften (a) eine im Sinne von 
[4, 3.21 zugehijrige !$Untergruppe von G ist. Dann folgt der Satz aus [4,4.4]. 
HE !?J: Sei H/N irgendeine primitive Faktorgruppe von H, also etwa S <maxH 
mit Car, S = N. Dann ist nach Voraussetzung H/N E J. Nach der Definition 
von $ ist also HE $j. 
Sei H<L<G undLa<L. 1st L,H<S<,,,L, so ist L/Car, S $3 
nach Voraussetzung und L/L,, 6 !$ nach der Definition von b. Also folgt L,H = L 
aus L/LO E !$ Q.E.D. 
Wir kommen nun zur Konstruktion der speziellen Klasse J, mit der wir durch 
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Anwendung des Satzes 2 den Satz 1 gewinnen wollen. Dies erfordert einige 
weitere Vorbereitungen. 
Sei X eine Gruppe und q eine Primzahl. Dann sei die q-Breite von X definiert 
durch 
b,(X) = sup{p 12 < Y < X, Y/Z elementar-abelsche q-Gruppe, Y:Z = 4s). 
b,(X) verhalt sich offenbar beim Ubergang zu Untergruppen von X monoton 
fallend. Es gilt auf Grund des Isomorphiesatzes b,(X) < b,(X/Y) + b,(Y) fur 
Y < X. 1st X t Y das regulare Kranzprodukt von X mit Y, so erhalt man durch 
iterierte Anwendung dieser Regel b,(X{ Y) < 1 Y / b,(X) + 6,(Y); s. [3, I. 15.61. 
Ferner ist trivialerweise b,(X) = b,(Q) fur eine q-Sylowgruppe Q von X. 
3. KATZ. Seien p und q Primzahlen, p # q, M eine elementar-abe1sch.e Gruppe 
der Ordnung pm und Q eine q-Sylowgruppe der Automorphismengruppe van M. 
Dann gilt qbg(Q) < pm. 
Beweis. Die in Rede stehende Autormophismengruppe ist isomorph zur 
Gruppe GL(m, p). Wir bedienen uns der Beschreibungen von Q durch Weir [5] 
fur q # 2 sowie Carter und Fong [l] fur q = 2.72, bzw. nzti bezeichnet allgemein 
die zyklische Gruppe der Ordnung a bzw. die Quasidiedergruppe der Ordnung 
201; s. [3,1.14.9]. 
Fall q # 2: Sei e minimal mit pe = 1 mod q, pe - 1 = q’k mit q f k, 
m=c+eamitO<c<eunda=a,+~q+ ... in q-adischer Entwicklung. 
Sei ferner Q,, = Zgr und rekursiv Qi+r = Qi 2 Z, fur i > 0. 
DannistQ =QOa, x QF1 x ..., wobei hier wie such spater durch die Expo- 
nenten ai das a,-fache direkte Produkt der Basisgruppe Qi gemeint sei. 
Fall q = 2: Sei m = 2io + 2il + ..., i,, < il < .... 
Fur p 2 1 mod 4 sei p - 1 = 2rK, 2 r k; ferner Q0 = Z,, und rekursiv 
Qi,l = Qi j Z2 fiir i > 0. 
Dann ist Q = Qi, x Qi, x .... 
Fur p = 3 mod 4 sei p + 1 = 2”Z, 2 7 I; ferner Q,, = Z, , Qi = fizstz und 
rekursiv Qi+i = Qi 2 Zz fur i > 1. 
Dann ist Q = Qi, x Qi, x ‘.a. 
Wir schatzen nun qbg(Q) mit den vorangeschickten Bemerkungen uber die 
q-Breite ab: 
Fall q # 2: Zunachst ergibt sich leicht mit Induktion 
4 b(G) < q~+a+-.+g” < q~~/(~--l))qi fur i > 0. 
Fiir r = 1 gilt noch etwas scharfer qbJQo) = q und qbJQ1) < p, da [ Q1 / = 
I z2 2 al I = l+Q Q aber Q1 nicht abelsch ist; mit Induktion erhalt man jetzt 
4 b(a) < L4 l+rl+~**+&Q-d = 4 P"((l/si)(4i-'-1)/(4-1)+1) fur i > 2. 
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Es ist dann also 
4 
‘+(Qi) < (pca-l,+l)a~ fiir i 3 0. 
Nun ist q < 2*-l < ((1 + l/q)“)“-‘, d.h. qljo(q-l)+l < 1 f q. 1st r = 1, so gilt 
also qba(oi) < (1 + q)qi f” ur i>,O. Es ist q/2+-1, also q<2*-1 und 
qll(*-l) < 2. Ferner ist qr 1 pp - 1; also ist 2q ,< p” - 1 < pe oder es ist p = 2, 
q=2e-lundr=1. 
Im ersten Fall ist 
P b,(Q) < qcn/cq-l,,a = q(l/(q-m+a < 2aqa < pea ,( pm. 
Im zweiten Fall ist 
4 S(Q) < (1 + q)” = 2”” < pm. 
Fall q = 2, p f 1 mod 4: Jetzt ergibt sich mit Induktion 
und daher 
2b,(Qi) < 22'+'-1 fiir i > 0 
2bZ(Q) < 22io+1-122'1+1-1 ,.. < 22(2io+2*14 < 5" <pm. 
~~11 q = 2, p f 3 mod 4: Jetzt ist 2WQo) = 2, 2bz(Q1) = 22 und dann mit 
Induktion 
2bdQi) < 2 22 . . . 22'92" = 22'41+2( < (23/2)2i < 323, 
zunachst fur i > 1, aber offenbar such fur i = 0 und daher 
4. SATZ. Sei M eine elementar-abelsche Gruppe der Ordnung pm, p Primxahl, 
und S eine auf M treu wad irreduzibel operierende au@sbare Gruppe van Auto- 
morphismen. K/L. sei ein Hauptfaktor van S, 1 K/L 1 = qe, q Primzahl. 
Dann gilt q6 -C p”. 
Beweik. Zunachst sei daran erinnert, dass die Ordnung des maximalen 
nilpotenten Normalteilers von S zu p teilerfremd ist; s. [3, 11.3.2.e]. 
Wir wenden vollstandige Induktion nach 1 L 1 an. 
1st p # q so folgt der Satz sofort aus 3. Insbesondere gilt er also fur 1 L / = 1 
nach der zu Beginn des Beweises erfolgten Erinnerung. 
Da p = q zufolge K nicht im maximalen nilpotenten Normalteiler von S 
liegt, zentralisiert K nicht alle Hauptfaktoren von S unterhalb von L. Sei 
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MO = K*/L* ein von K nicht zentralisierter Hauptfaktor von S mit K* <L. 
Dann ist L* <L. 1st 1 M,, 1 = p;;“o, so folgt mit Induktion zunachst p? < p”. 
1st C = C&V&) d er in S gebildete Zentralisator von MO , so ist K/L in natiir- 
lither Weise mit dem Hauptfaktor KC/LC von S, = S/C isomorph. Hierbei ist 
ILC/Cl = \L/LnCj <IL/K*; <L. 
SO operiert in natiirlicher Weise treu und irreduzibel auf MO. Mit erneuter 
Anwendung der Induktion ist nun q* < pi 0 und mit der vorher festgestellten 
Ungleichung qe < pm. 
5. KOROLLAR. Sei J eine primitive endliche au@sbare Gruppe und J” ein 
primitives epimorphes Bild von ]. 
Dann ist grad J” < grad J. Fiir n E N erjullt die Klasse 3 der primitiven 
endlichen aujksbaren Gruppen J mit grad J < n also die Voraussetzungen des 
Satzes 2. 
Beweis. Es darf j Jm 1 < / J j angenommen werden. 
1st M der minimale Normalteiler von J und S ein Komplement von M in J, 
so ist j J” j < j J / zufolge p in natiirlicher Weise epimorphes Bild von S und 
der minimale Normalteiler von p zu einem Hauptfaktor K/L von S isomorph. 
Da grad J = I M 1 und grad J” = 1 K/L ( ist, folgt nun der Satz aus 4. 
Beweis von 1. Es sei 3 wie in 5. 
Wir miissen noch zeigen, dass die Aussagen des Satzes 2 fur dieses spezielle 
3 die Aussagen des Satzes 1 liefern: 
(a) H/CorH SE J bedeutet grad(H/Cor, S) < n, also (H/Coru S): 
(S/Car, S) = H:S < n. 
(b) L/Car, S $3 bedeutet grad(L/Cor, S) > n, also (L/Car, S): 
(S/Car, S) = L:S > II. Q.E.D. 
Herr K. Johnson wies mich freundlicherweise auf eine Formulierung von 
Satz 4 hin, die wir abschliessend angeben wollen; die Aquivalenz der beiden 
Aussagen wird der Leser leicht selbst bestatigen kiinnen. 
6. KOROLLAR. Sei G eine endliche au.osbare Gruppe und K/L ein Hauptjahtor 
van G mit maximaler Ordnung. 
Dann ist K im maximalen nilpotenten Normalteiler volt G enthalten. 
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